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Probleme

Soit p et ¢ deux nombres premiers vérifiant 3 < p < ¢. On note (p, ¢) 'ensemble
des nombres de la forme mp + ng pour (m,n) parcourant N2.

1. Montrer que tout nombre entier R > (p — 1)(¢ — 1) appartient & (p, q).
2. Le nombre (p — 1)(¢ — 1) — 1 appartient-il & (p,q) ?

3. Quel est le rayon de convergence de la série entiere

4. On définit les polynémes suivants:
HX)= Y X KX)=1+(X-1H(X),
seN\(p,q)

qui sont a coefficients entiers.

(a) Exprimer H(z) et K(z) au moyen de S(z), pour z dans le domaine
de convergence. Quel est le degré d de K ?

(b) Calculer K pour le choix (p,q) = (3,5).
5. On considere les coefficients de K :
K(X)=ao+ a1 X +---+agX?
Montrer que

aj=4q 1 st je(pqg) et j—1&(pq),



6. (On ne s’intéresse pas aux a; nuls dans cette question.) Montrer que dans
la suite finie (ag, ..., aq), les +1 et les —1 alternent.

7. (a) Montrer que (1 — 2P — 29 4+ 2PT9)S(z) = 1 — 2P, pour z dans le
domaine de convergence.

(b) En déduire la formule

(1- XP)(1 - X)K(X) = (1 - XP7)(1 - X).

8. Quelles sont les racines du polynéome K ? Quelles sont leurs multiplicités 7
9. D’apres la question 1, il existe («, 3) € N2 tel que pg + 1 = ap + Bq.

(a) Vérifierque l <a<g—1letl<pg<p-—1.

(b) Montrer la formule
a—1 B—1 q—1 p—1
w0 = (S o) (L) - (o) (Lo
=0 =0 i=—a i=B

(c) Montrer que le nombre N de coefficients non nuls a; de K est égal &
2a8 — 1.

(d) En déduire que N < L= L On pourra commencer par montrer que
N est inférieur a

p?® +1
2pq

Exercice

Dans le plan R2, on note T le cercle unité, et on le munit de la probabilité
uniforme. Soit n > 2 un nombre entier. On considére alors n variables aléatoires
a valeurs dans T

A= 8191,...,Zn = e"e",

indépendantes et uniformément distribuées.

Pour deux indices j # k, on note Ej;;, 'événement “Zj, appartient au demi-

cercle en avant de Z;”, ce qui s’écrit

0 6]9]‘,9]' + 7T[ (mod 27).

On note aussi E; I'événement “E;  pour tout k # j7.

1. Calculer P[E;].
2. Calculer P[E; ou ... ou E,].

3. Quelle est la probabilité pour que l'origine z = 0 soit un barycentre des
points Zy,...,Z, 7



