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Changements de variable corrigés

La feuille suivante contient les corrections des changements de variable des feuilles « niveau
0 » et « niveau 1. » On adopte ’écriture avec le symbole f , les primitives sont données a
constante pres.

Rappel : le changement de variable sert a simplifier une expression avant de primitiver :
une fois que le changement de variable a été fait, on ne travaille qu’avec la nouvelle variable
et on oublie 'ancienne. Ce n’est que tout a la fin, une fois que tout le boulot a été fait,
qu’on remplace la nouvelle variable par sa valeur en fonction de la variable de départ.

Fautes graves : oublier les dz ou du etc dans les intégrales (produit des erreurs lors de
changement de variable) ; confondre v'(x) (ou u') et du.

La rédaction qui suit est normalement 'intégralité de ce que vous écrivez, sans avoir be-
soin de faire de brouillon (& part pour les décompositions en éléments simples). C’est donc
en fait tres court, et par conséquent apres un peu d’entrainement ¢a doit étre fait... en
quelques secondes :-) au pire quelques minutes s’il y a une décomposition a faire.

Si vous voyez ce qui vous parait étre une faute, vérifiez d’abord aupres d’autres personnes
puis manifestez-vous par email.

Calculer [ xsin(z?)dz en posant u(z) = z°.

Solution : on a du = u/(z)dx = 2zdx, ce qui donne :

1 1 1

/ zsin(a?)dz = 5 / sin(u)du = — cos(u) = — cos(a?).

T

Calculer [ \/i%, poser u(z) = e°.

Solution : on a du = v'(z)dx = e"dz, ce qui donne :

erdx du
— = = —2V4 —u=—2V4 — e.
/\/4—69” Vi —u “ ¢

Calculer [ \/i% en posant u(z) =z — 1.

Solution : on a du = dx donc

dx du
| —ou=2Vr— 1.
o) g M e=ve



Calculer [ \/izj en posant v(x) = vx — 1.

. . o d
Solution : on a dv = 5 \/:% et donc

dx B
\/:v—l_

Remarque : on trouve bien la méme chose, ouf.

2 [ dv=2v=2v/z — 1.

Calculer [ % en posant u(zr) = 2.

Solution : on a du = 2xdx, donc :
/ rdr 1/ du -1 -1
(22 —4)2 2] (u—4)?2 2u—4) 2x2—4)

Caluler [ sin(z)cos®(x)dz en posant u(z) = cos(z).

Solution : on a du = —sin(x)dx, donc :

/ sin(z) cos(z)dz = — / Wdu = —ut/4 = — cos*(z) /4.

Les changements de variable suivants sont légerement plus difficiles au sens ou le terme
du n’est pas forcément tout prét dans 'expression a intégrer. Il peut aussi arriver qu’on
vous donne un changement de variable a faire en fournissant non pas u en fonction de =,
mais x en fonction de u. Il faut alors parfois savoir passer de I'un a 'autre, dans les deux
sens

Calculer [ li}fdx en posant u(z) = /.

Solution : on a du = ;79”5. On peut aussi calculer z en fonction de u, ce qui donne z(u) = u?,

et donc dx = 2’(u)du = 2udu. Alors :

1—x
de =2 [ (1 —u)du = 2u — u* = 2/x — .
=2 [(1-u) Ve
Cela dit en fait cette primitive est faisable en terminale (méme de 'année 2013), le change-
ment de variable est completement inutile. Voyez-vous pourquoi ? (la solution devrait vous
mettre sur la piste au pire)

Calculer [ #ﬁj@ en posant u(zr) = vz + 2.



Solution : on a du = 2\/‘19%, d’autre part on peut calculer x en fonction de wu, ce qui
donne z(u) = u? — 2 et donc dr = 2udu. Par conséquent

dx U 1
e S ] du = 2 -1 d
/1—\/x+2 /1—Uu /{ +1—U} !

=—2u—2n|l—ul=-2vVe+2-2n|l -V +2|

(une telle décomposition en éléments simples peut se faire de téte en observant que le u au
dénominateur de la fraction peut d’écrire u —1+1. Sinon, utiliser les méthodes habituelles)

Calculer [ #@ en posant z = sin(u).

Solution : on a dx = cos(u)du. D’autre part, comme cos(u)? + sin(u)? = 1, on voit que

1 — 22 = cos(u)? et que v1 — 22 = cos(u). Donc :

/ dx _ tan(u) = sin(u) _
1—a)vVI—a? Cos2 cos(u)  v1—a>

La dérivée de tangente est une dérivée classique. Surtout, ne pas mélanger les x et les u

dans la méme formule, par exemple ne pas écrire —=—
cos(u)

Calculer [ /%= dx en posant u(x) = |/

Solution : on a z(u) = }fgz et de = (14_“3“) On voit qu’il est inutile de calculer du,

c’est plutot dr qui nous intéresse ici. Maintenant :

[z —1 Ay?
/ —$+1d1:—/—<1_u2)2du

a b d .
Décomposons R(u) = i —u2) = w—1) + —] + UESIE + ] > on voit que R est

paire, autrement dit R(u) = R(—u). Or on a

R(—u) a n b n c n d c n —d+ a n —b
S (u—-1)?2 —u—-1 (—u+1)?2 —u+1 (u—12 u—1 (u+1)2 u+1’

d’ou par unicité de la décomposition, a = ¢ et b = —d. D’autre part, en multipliant tout
par (u — 1)? et en évaluant en 1 on trouve a = 4/4 = 1, et ensuite b = 1 en évaluant en
zéro par exemple. On a donc :

//x—ld_/4u2d_/ (S RS SRR U I
sl (1—u2)2u_ (u—12 wu—1 (u+1)?2 wu+1 "

—_1+1| 1] 1 In|u+ 1|
T a1 w1




= +1n|@/ lnh/
xl_l zl+1

erl z+1

Calculer [ I\/% en posant u(zr) = z*.

Solution : on a du = 4a3dx, donc

/m /m

Posons maintenant v(u) = v/1 —u. On a dv = u(v) = 1—v? et du = —2vdv. Donc

\/7
1/ du _1/ dv
4) u/T—u 2) v2—1

Décomposons ﬁ = %(liv — 1ﬂ) On a donc :

1 dv 1 1 1 1
1 _1 _ do = ~(nl1— vl —1In |1+ ).
2/U2—1 4/(1—11 )%=zl —v[—Infl+v])

Je vous laisse remplacer par les u, puis par les x pour avoir 'expression finale. La
dcomposition en éléments simples est tres classique et quasiment a savoir par cceur. La
primitive de —— est parfois considérée comme une primitive classique.



