
Université de Lorraine Faculté des Sciences et Technologies
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3. Fonctions usuelles, première partie

Exercice 1. Dire lesquelles des propositions

suivantes sont vraies. Lorsqu’elles sont fausses,

le prouver par un contre-exemple.

1. ∀a ∈ R∗+, ∀(x, y) ∈ R2, ax−y = ax/ay.

2. ∀a ∈ R∗+, ∀(x, y) ∈ R2, a(x
y) = (ax)y.

3. ∀a ∈ R∗+, ∀(x, y) ∈ R2, a2xy = ax
2
ay

2
.

4. ∀(a, b) ∈ (R∗+)2, ln(ab) = ln(a)ln(b).

5. ∀(a, b) ∈ (R∗+)2, ln(ab/2) =
√

ln(a) ln(b).

6. ∀(a, b) ∈ (R∗+)2, ln((a2)b) = 2b ln(a).

7. ∀(a, b) ∈ (R∗+)2, ln(a2/b2) = −2 ln(ab).

Exercice 2. Soit x ∈ R. Écrire en fonction de

sin(x) et cos(x) les expressions suivantes :

1. sin(7π − x)

2. sin(x+ 5π)

3. cos(x+ 11π/2)

Exercice 3. Les expressions suivantes

définissent des fonctions réelles sur R. Cal-

culer leur dérivées.

1. f(x) = cos(cos(x)) ;

2. f(x) = cos(sin(x)) ;

3. f(x) = cos(ex) ;

4. f(x) = ee
x

;

5. f(x) = cos(2x2 + 3x+ 5) ;

6. f(x) = sin

(
1

1 + x2

)
;

7. f(x) = e
1

3x2+2 ;

8. f(x) = ecos(x) ;

9. f(x) = cos(cos(cos(x))) ;

Exercice 4. Domaine de définition, de

dérivabilité, et dérivée des fonctions suivantes :

1. f(x) = ln(x− 5) + ln(3− x) ;

2. f(x) = ln
(
(x− 5)(3− x)

)
;

3. f(x) = ln(x− 3) + ln(5− x) ;

4. f(x) = ln
(
(x− 3)(5− x)

)
;

5. f(x) = 2x − 3x ;

6. f(x) = xx ;

7. f(x) = (1− x2)x ;

8. f(x) = (xx)x ;

9. f(x) = x(x
x) ;

10. f(x) = 2x4 + 3x3 − x2 + x+ 1 ;

11. f(x) =
3
√
x2 ;

12. f(x) =
x2 + x+ 1

x− 1
;

13. f(x) = ex ln(x) ;

14. f(x) = (x2 + 1)ex + (x+ 1) ln(x) ;

15. f(x) = ex
2+2x+1 ;

16. f(x) = ln(3x2 + 2) ;

17. f(x) = ln(ln(x)) ;

18. f(x) =
√

1 + ln(x) ;

19. f(x) = cos(x2 + 2x) ;

20. f(x) = cos2(x) ;

21. f(x) = cos(ln(x)) ;

22. f(x) = ln(cos(x)) ;

23. f(x) = sin(x) ln(2x+ 3) + cos(x2 + 1)ex ;

24. f(x) = ecos(ln(x)) ;

25. f(x) =
cos(x2)

cos(x)
;

26. f(x) = (sin(x))cos(x) ;

27. f(x) = sin(xcos(x)) ;

28. f(x) = x
√
x ;



Exercice 5. Résoudre les équations suivantes

sur R :

2x+1 − 23x = 0 , (ex)2 = 2,

(ex + 1/2)2 = 1 , 2x = 3x/2.

Exercice 6. Résoudre sur R∗+ les équations

suivantes :

x
√
x = (

√
x)x et xx =

√
x

Exercice 7. Résoudre les équations suivantes

sur R, après avoir déterminé le domaine de R
sur lequel elles ont un sens :

1. ln(x) = ln(x+ 5)− ln(2)

2. ln(x) = ln(x+ 5) + ln(2)

3. ln(2x+ 1) + ln(x− 2) = ln(x)

4. ln(x) = ln(5− x) + ln(3)

5. ln(x) = ln(5− x) + ln(6)

6. (ln(x))2 = 2

Exercice 8. Résoudre sur R les équations sui-

vantes :

1. cos(x) = π

2. cos(x) = sin(x)

3. cos(x) = sin(x− π/2)

4. cos(x) = −1/2

5. sin(x) =
√

3/2

Exercice 9. Dans tout l’exercice, l’unité gra-

phique est de 5cm, et on approximera e par

2, 7 pour les figures.

1. Soit f1 : R → R, x 7→ xe−x
2

et C1 son

graphe. Montrer qu’elle est dérivable sur

R et calculer sa dérivée. En déduire le

sens de variation de f1.

2. Calculer la limite de f1 en +∞ et en−∞.

3. Calculer les équations des tangentes à C1
aux points d’abscisse −1, 0 et 1, ainsi

qu’aux points où la dérivée s’annule (tan-

gentes horizontales).

4. Déterminer la position de C1 par rapport

à sa tangente à l’origine.

5. Tracer les cinq tangentes calculées plus

haut, puis C1, pour des valeurs de x com-

prises entre 0 et 2.

6. Soit f3 : R → R, x 7→ x3e−x
2
, et C3 son

graphe. Montrer que f3 est dérivable sur

R et calculer sa dérivée. En déduire le

sens de variation de f3.

7. Tracer C3 dans le même repère que C1.

8. Soit D la droite d’équation x = 1. Soit

A1 (resp. A3) l’aire du domaine limité

par C1 (resp. C3), les deux axes de coor-

données, et la droite D. Calculer A1. Bo-

nus : à l’aide d’une intégration par par-

ties, montrer que A3 = A1 −
1

2e
.

9. Soit n ∈ N∗ et soit fn : R → R, x 7→
xne−x

2
, et Cn son graphe. Montrer que

pour tout n ∈ N∗, la fonction fn admet

un maximum en x =

√
n

2
. On note αn

ce maximum.

10. Soit Sn le point de Cn d’abscisse
√

n
2 .

Montrer que pour tout n ∈ N, Cn passe

par S2. Placer S1, S2 et S3 sur la figure.

11. Soit g : R∗+ → R, x 7→
exp

(
x
2

(
−1 + ln x

2

))
. Étudier le sens de

variation de g. Montrer que pour tout

n ≥ 1, αn = g(n). En déduire que tout

point Sn a une ordonnée supérieure à

celle de S2.


